


















GROUPE DE BRAUER NON RAMIFIE´ DE QUOTIENTS
PAR UN GROUPE FINI
par
J.-L. Colliot-The´le`ne
Re´sume´. — Soit k un corps, G un groupe fini, G →֒ SLn,k un plongement.
Pour k alge´briquement clos, Bogomolov a donne´ une formule pour le groupe de
Brauer non ramifie´ du quotient SLn,k/G. On examine ce que donne sa me´thode
sur un corps k quelconque (de caracte´ristique nulle). Par cette me´thode pu-
rement alge´brique, on retrouve et e´tend des re´sultats obtenus par Harari et
par Demarche au moyen de me´thodes arithme´tiques, comme la trivialite´ du
groupe de Brauer non ramifie´ pour k = Q et G d’ordre impair.
Abstract. — Let k be a field, G a finite group, G →֒ SLn,k an embedding.
For k an algebraically closed field, Bogomolov gave a formula for the unrami-
fied Brauer group of the quotient SLn,k/G. We develop his method over any
characteristic zero field. This purely algebraic method enables us to recover
and generalize results of Harari and of Demarche over number fields, such as
the triviality of the unramified Brauer group for k = Q and G of odd order.
1. Introduction
Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro, k une cloˆture alge´brique de k, et
g = Gal(k/k). A` toute k-varie´te´ alge´brique ge´ome´triquement inte`gre W , de
corps des fonctions k(W ), on associe d’une part son groupe de Brauer coho-
mologique Br(W ), d’autre part le groupe de Brauer non ramifie´ Brnr(k(W )/k)
qu’on notera ici simplement Brnr(k(W )). Pour la de´finition et les proprie´te´s
de base de ces groupes, on renvoie a` [6], [2] et [4]. Rappelons simplement que
si W est lisse sur k, alors la restriction au point ge´ne´rique induit une inclusion
Br(W ) →֒ Br(k(W ))
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Soit n ≥ 2 un entier, X = SLn,k et G un groupe fini vu comme k-groupe
constant, et G ⊂ SLn,k un k-plongement. Notons Y l’espace homoge`ne quo-
tient X/G. Le corps des fonctions k(Y ) de Y est le corps k(X)G des invariants
du corps des fonctions k(X) sous l’action de G.
Ces notations seront conserve´es dans tout l’article.
On se propose d’examiner le groupe de Brauer non ramifie´ Brnr(k(Y )). Ce
groupe (a` isomorphisme non unique pre`s) ne de´pend que de G, il ne de´pend
ni de n ni du plongement G ⊂ SLn,k.
Comme Y est une k-varie´te´ lisse inte`gre, on a Brnr(k(Y )) ⊂ Br(Y ).
On va suivre ici la me´thode purement alge´brique qu’avait utilise´e Bogomolov
([1], [4, Thm. 7.1]) lorsque k est alge´briquement clos.
Ceci permet d’e´tendre certains des re´sultats e´tablis par des me´thodes arith-
me´tiques par Harari [7] et par Demarche [5] sur le sous-groupe ≪ alge´brique ≫
Brnr,1(k(Y )) := Ker[Brnr(k(Y ))→ Br(k(Y ))],
sous-groupe forme´ des classes qui s’annulent par passage au corps des fonctions
k(Y ) de Y = Y ×k k.
En particulier, on montre ici (Corollaire 2.8) que pour tout corps k de
caracte´ristique ze´ro ne posse´dant qu’un nombre fini de racines de l’unite´, pour
Y = SLn,k/G avec G fini constant d’ordre premier au cardinal du groupe des
racines de l’unite´ dans k, on a Br(k) = Brnr(k(Y )).
Etant donne´ un corps k de caracte´ristique ze´ro, pour tout premier p impair
et tout entier r ≥ 1, l’extension k(µpr)/k est cyclique. Il en est encore ainsi
pour p = 2 si −1 est un carre´ dans k.
On note Cyc(G, k) la condition :
Pour tout sous-groupe cyclique Z/2r ⊂ G, l’extension k(µ2r)/k est cyclique.
Pour A un groupe abe´lien, n > 0 un entier et l un nombre premier, on note
A[n] ⊂ A le sous-groupe annule´ par n et on note A{l} ⊂ A le sous-groupe de
torsion l-primaire.
2. Les re´sultats
On note Br0nr(k(Y )) ⊂ Br(Y ) le groupe de Brauer normalise´, c’est-a`-dire le
groupe des e´le´ments qui s’annulent en l’image du point 1 ∈ SLn(k).
On a la suite exacte de restriction-inflation
0→ H2(G, k(X)×)→ Br(k(Y ))→ Br(k(X)).
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Lemme 2.1. — Soit H2nr(G, k(X)
×) ⊂ H2(G, k(X)×) ⊂ Br(k(Y )) le sous-
groupe forme´ des e´le´ments non ramifie´s.
(i) Dans Br(k(X)G), on a H2nr(G, k(X)
×) ∩ Br(k) = 0.
(ii) Le groupe H2nr(G, k(X)
×) ⊂ H2(G, k(X)×) ⊂ Br(k(Y )) co¨ıncide avec
le groupe Br0nr(k(Y )).
(iii) Le groupe H2nr(G, k(X)
×) = Br0nr(k(Y )) est fini.
De´monstration. — On a des inclusions naturelles compatibles Br(k) →֒
Brnr(k(Y )) et Br(k) →֒ Brnr(k(X)), et cette dernie`re fle`che est un isomor-
phisme car X est une varie´te´ k-rationnelle. Ceci e´tablit (i) et (ii). L’e´nonce´
de finitude (iii) vaut plus ge´ne´ralement pour les corps de fonctions de varie´te´s
projectives, lisses, ge´ome´triquement connexes qui sont ge´ome´triquement uni-
rationnelles. Rappelons brie`vement la de´monstration. Pour toute k-varie´te´
projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre X, notant X = X ×k k, on a une
suite exacte
Br(k)→ Ker[Br(X)→ Br(X)]→ H1(g,Pic(X)).
Si X est ge´ome´triquement unirationnelle, alors le module galoisien Pic(X) est
un groupe abe´lien libre de type fini, et le groupe Br(X) est fini. Ceci suffit a`
conclure. 
Notons que dans la de´composition d’un e´le´ment non ramifie´ de
H2(G, k(X)×) ⊂ Br(k(Y ))
en ses composantes p-primaires pour chaque premier p, chacune de celles-ci
est non ramifie´e.
L’e´nonce´ suivant est une variante sur un corps non alge´briquement clos d’un
the´ore`me de Fischer (cf. [4, Prop. 4.3]).
Proposition 2.2. — Supposons le groupe G abe´lien et la condition Cyc(G, k)
satisfaite. Il existe une k-varie´te´ Z telle que le produit Y ×kZ est k-birationnel
a` un espace projectif sur k.
De´monstration. — On dit que deux k-varie´te´s W1 et W2 sont stablement k-
birationnellement e´quivalentes s’il existe des espaces projectifs Prk et P
s
k tels
que W1 ×k P
r
k est k-birationnel a` W2 ×k P
s
k. D’apre`s une version du ≪ lemme
sans nom ≫, pour un groupe fini G, des k-groupes spe´ciaux X1 et X2 et des
plongementsG ⊂ X1 etG ⊂ X2, le quotientX1/G est stablement k-birationnel
a` X2/G ([4, Prop. 4.9]). Les produits de groupes SLn,k (n variable) sont
spe´ciaux. Si donc l’on a un plongement G1 ⊂ X1, un plongement G2 ⊂ X2 et un
plongement G1×G2 ⊂ X, ou` chacun des groupesX et Xi est un groupe spe´cial
line´aire, alors X/G est stablement k-birationnel a` (X1 × X2)/(G1 × G2) =
X1/G1 ×X2/G2.
4 J.-L. COLLIOT-THE´LE`NE
Pour e´tablir la proposition, on est donc ramene´ au cas ou` G = Z/pm est
un groupe abe´lien cyclique p-primaire, pour p un nombre premier. L’extension
k(µpm)/k est cyclique si p est impair, et c’est encore le cas si p = 2 d’apre`s
l’hypothe`se de la proposition.
Suivant Voskresenski˘ı, rappelons comment cela se traduit en termes de tores.
Soit g = Gal(k(µpm)/k) et soit Gˆ = Hom(G,µpm) = µpm. Le groupe abe´lien
libre de base les e´le´ments de µpm , qui est un g-module de permutation, s’envoie
de fac¸on e´vidente et g-e´quivariante sur le groupe µpm. On note Tˆ le noyau de
cette application. On a donc la suite exacte de g-modules continus discrets :
0→ Tˆ → ⊕ζ∈µpmZ.ζ → Gˆ→ 0.
Par dualite´, on obtient une suite exacte de k-groupes alge´briques de type
multiplicatif
1→ G→ P → T → 1,
ou` G = Z/pm, T est un k-tore et P est un k-tore quasi-trivial, en particulier
un k-groupe spe´cial. Ainsi ([4, Prop. 4.9]), pour tout k-plongement G ⊂ X =
SLn,k, le quotient X/G est stablement k-birationnel au k-tore T .
Le k-tore T est de´ploye´ par une extension cyclique. Rappelons comment
ceci implique qu’il existe un k-tore T1 tel que T ×k T1 est k-birationnel a` un
espace projectif, ce qui ache`vera la de´monstration.
On sait (Voskresenski˘ı, Endo-Miyata) que tout k-tore T de´ploye´ par une
extension galoisienneK/k admet une re´solution flasque, c’est-a`-dire qu’il existe
une suite de k-tores de´ploye´s par l’extension K/k
1→ F → P → T → 1,
ou` P est un k-tore quasi-trivial, donc k-birationnel a` un espace projectif et
F est un k-tore flasque (voir [3, Lemme 3 p. 18] et [3, §5]). Supposons K/k
cyclique. D’apre`s un the´ore`me de Endo et Miyata (voir [3, Prop. 2, p. 184]) tout
k-tore flasque S de´ploye´ par une telle extension est un facteur direct d’un k-
tore quasitrivial : il existe un k-tore S′ tel que le k-tore S×kS
′ soit k-isomorphe
a` un k-tore quasitrivial. Le the´ore`me 90 de Hilbert et la re´solution flasque ci-
dessus assurent alors que la k-varie´te´ k-rationnelle P est k-birationnelle au
produit T ×k F . 
Cette proposition implique imme´diatement le the´ore`me :
The´ore`me 2.3. — (i) Soit G abe´lien. Si la condition Cyc(G, k) est satisfaite,
alors Br0nr(k(X)
G) = 0.
(ii) Soit G abe´lien. On a 2.Br0nr(k(X)
G) = 0.
Soit G fini quelconque.
(iii) Pour tout sous-groupe abe´lien A ⊂ G, l’image de H2nr(G, k(X)
×) dans
H2(A, k(X)×) est annule´e par 2.
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(iv) Si la condition Cyc(G, k) est satisfaite, pour tout sous-groupe abe´lien
A ⊂ G, l’image de H2nr(G, k(X)
×) dans H2(A, k(X)×) est nulle. 
La proposition 2.2 implique aussi un e´nonce´ sur la cohomologie non ramifie´e
de degre´ quelconque (cf. [2]) :
The´ore`me 2.4. — Soient i ≥ 0 et m ≥ 1 des entiers, j ∈ Z.
(i) Tout e´le´ment normalise´ de H inr(k(X)
G, µ⊗jm ) a une image nulle dans
H i(k(X)A, µ⊗jm ) pour tout sous-groupe abe´lien A ⊂ G d’ordre impair.
(ii) Si la condition Cyc(G, k) est satisfaite, tout e´le´ment normalise´ de
H inr(k(X)
G, µ⊗jm ) a une image nulle dans H i(k(X)A, µ
⊗j
m ) pour tout sous-
groupe abe´lien A ⊂ G. 
Notation Soit G un groupe fini. Pour tout G-module M et tout entier









comme les sous-groupes forme´s des e´le´ments de H i(G,M) dont la restriction
a` chaque sous-groupe cyclique, resp. bicyclique, resp. abe´lien H ⊂ G est nulle.
Par de´finition, un groupe bicyclique est un groupe abe´lien engendre´ par deux
e´le´ments.
Un G-module de permutation est un groupe abe´lien libre qui admet une base
respecte´e par l’action de G. C’est une somme directe de G-modules Z[G/H]






car tout caracte`re de G nul sur tout e´le´ment de G est nul. En utilisant le
lemme de Shapiro, on e´tend ces re´sultats sur le G-module Z aux G-modules
de permutation. Ceci permet d’e´tablir le :
Lemme 2.5. — Soit G un groupe fini.
(i) Pour M un G-module de permutation, on a H1(G,M) = 0.




et, si l’action de G est triviale, H1(G,M) = 0.




















0→ A→ B → C → 0
une suite exacte de G-modules. Si C est un G-module de permutation, cette













0→ A→ B → C → 0
une suite exacte de G-modules. Si C est un G-module sans torsion avec ac-












The´ore`me 2.6. — Supposons la condition Cyc(G, k) satisfaite. Soit µ(k) le
groupe des racines de l’unite´ dans k.
(a) La fle`che naturelle
H2(G, k×)→ H2(G, k(X)×)
induit un isomorphisme entre un sous-groupe de X2ab(G, k
×) et le groupe
H2nr(G, k(X)
×).







et la fle`che compose´e
H2(G,µ(k)) → H2(G, k×)→ H2(G, k(X)×)
identifie un sous-groupe du groupe X2ab(G,µ(k)) avec le groupe
Br0nr(k(X)
G) ⊂ H2(G, k(X)×).
De´monstration. — Toute fonction inversible sur X = SLn,k est constante, et
le groupe de Picard de SLn,k est nul. La fle`che diviseur k(X)
× → Div(X)
sur le corps des fonctions de X donne donc naissance a` une suite exacte de
G-modules
1→ k× → k(X)× → Div(X)→ 0.
Le G-module Div(X) est le groupe abe´lien libre sur les points de codimension 1
de X. C’est donc un G-module de permutation.












ce qui e´tablit (a).
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Pour tout corps k on a la suite exacte de G-modules (avec action triviale)
1→ µ(k)→ k× → k×/µ(k)→ 1







L’e´nonce´ (b) re´sulte alors de l’e´nonce´ (a). 
Remarque 2.7. — Pour la torsion impaire, ou sous l’hypothe`se Cyc(G, k),
cet argument donne une autre de´monstration de la finitude de Br0nr(k(X)
G)




2(G,µ(k)), est fini. Soit l premier divisant l’ordre de G.
Le groupe µ(k){l} est soit fini soit isomorphe a` Ql/Zl. Dans les deux cas, le




Corollaire 2.8. — Soit µ(k) le groupe des racines de l’unite´ dans k.
(a) Si le groupe µ(k) est fini et d’ordre premier a` celui de G (ce qui implique
que l’ordre de G est impair et Cyc(G, k) satisfaite), alors Br0nr(k(X)
G) = 0.
(b) Pour k = Q et G d’ordre impair, on a Br(Q) = Brnr(Q(X)
G).
(c) Soit k = R.
(c1) On a Br0nr(R(X)
G) ⊂X2ab(G,Z/2).
(c2) On a 2.Brnr(R(X)
G) = 0.
(c3) Si les 2-sous-groupes de Sylow de G sont abe´liens, alors
Br0nr(R(X)
G) = 0.
De´monstration. — Dans le cas (a), on a H2(G,µ(k)) = 0, car ce groupe est
annule´ par l’ordre de G et par l’ordre de µ(k). Le the´ore`me 2.6 donne alors (a),
et (b) est alors une conse´quence imme´diate, puisque µ(Q) = Z/2. Sur R, la
condition Cyc(G,R) est trivialement satisfaite, et µ(R) = Z/2. Ceci donne
(c1), et les e´nonce´s (c2) et (c3) s’en suivent. 
Remarque 2.9. — Dans la situation du (a) du corollaire 2.8 ci-dessus, sur
un corps de nombres, par une me´thode arithme´tique, Demarche [5, Thm. 5] a
e´tabli la nullite´ du groupe Br0nr,1(k(X)
G) ⊂ Br0nr(k(X)
G).
Remarque 2.10. — Comme me l’a indique´ C. Demarche, les p-groupes qu’il
e´tudie dans [5, §6] fournissent, pour p = 2, un exemple de groupe fini G
d’ordre 64 tel que le groupe de Brauer non ramifie´ normalise´ Br0nr(Q(X)
G)
posse`de un e´le´ment alge´brique qui ne s’annule pas dans Br0nr(R(X)
G) .
The´ore`me 2.11. — Supposons que pour tout groupe cyclique Z/m ⊂ G, on a





















De´monstration. — L’hypothe`se faite sur les racines de l’unite´ implique que
Cyc(G, k) est satisfaite.





L’hypothe`se faite sur les racines de l’unite´ implique aussi que pour tout
anneau de valuation discre`te de rang 1 de k(X)G, contenant k, l’action des
sous-groupes de de´composition de G sur l’inertie est triviale. On peut donc





×) ⊂ H2nr(G, k(X)
×).




×) = X2bicyc(G, k(X)
×) = H2nr(G, k(X)
×).





























Notons Gˆ = Hom(G,Q/Z) = Hom(Gab,Q/Z) le groupe des caracte`res du
groupe G.
The´ore`me 2.12. — Supposons que le corps k ne contient qu’un nombre fini
de racines de l’unite´, et supposons la condition Cyc(G, k) satisfaite.
(i) Soit r > 0 tel que µ(k) = µr(k). Le groupe de Brauer non ramifie´
alge´brique normalise´
Ker[Br0nr(k(X)
G)→ Br(k(X)G)] = Ker[H2nr(G, k(X)
×)→ H2(G, k(X)×)]
s’identifie a` un sous-groupe de Ker[Gˆ/r →
∏
A Aˆ/r], ou` A parcourt les sous-
groupes abe´liens de G.
(ii) Si G est un groupe simple non abe´lien, on a Br0nr(k(X)
G) = 0.
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De´monstration. — Le the´ore`me 2.6 donne un plongement
Br0nr(k(X)
G) →֒X2ab(G,µ(k)) ⊂ H
2(G,µ(k))
et donc aussi un plongement
Br0nr(k(X)
G) →֒X2ab(G,µr(k)).








G)→ H2(G,µ(k)) et Br0nr(k(X)
G)→ H2(G,µ(k)) sont
compatibles, comme on le ve´rifie imme´diatement. L’e´nonce´ (i) re´sulte alors de
la suite exacte de G-modules a` action triviale
1→ µr(k)→ Q/Z(1)→ Q/Z(1)→ 1
de´finie par la multiplication par r sur µ(k) = Q/Z(1).
Si G est comme en (ii), alors d’une part Gˆ = 0, d’autre part
Br0nr(k(X)
G) = 0,
d’apre`s Kunyavski˘ı [8]. L’e´nonce´ re´sulte (ii) re´sulte donc de (i). 
Remarque 2.13. — Le the´ore`me 2.12 s’applique aux corps de nombres et
plus ge´ne´ralement aux corps de type fini sur un corps de nombres, mais aussi
aux corps p-adiques et aussi aux re´els. Sur de tels corps, on voit donc que si
le groupe G n’a pas de caracte`res, le groupe de Brauer non ramifie´ alge´brique
normalise´ est nul. Sur un corps de nombres, ceci avait e´te´ e´tabli par Harari
[7, Prop. 4], qui donne une formule pour le groupe de Brauer non ramifie´
alge´brique normalise´ comme sous-groupe de H1(g,Hom(G,Q/Z(1))), formule
qui implique clairement que ce groupe est nul si G n’a pas de caracte`res.
Pour les re´els, on obtient l’e´nonce´ suivant.




s’identifie a` un sous-groupe de Ker[Gˆ/2→
∏
A Aˆ/2], ou` A parcourt les sous-
groupes abe´liens de G. 
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